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自适应阵列中多级维纳滤波器的有效实现算法 

丁前军①②    王永良②    张永顺①

①(空军工程大学导弹学院  三原  713800) 
②(空军雷达学院雷达兵器运用工程全军重点实验室  武汉  430010) 

摘  要  在分析多级维纳滤波器实现算法的基础上，证明了由相关相减算法实现的多级维纳滤波器是一种酉多级

维纳滤波器，与 Goldstein、Reed 和 Scharf 提出的原始实现算法相比，酉多级维纳滤波器具有更好的降秩性能。该

文对相关相减算法中的阻塞矩阵进行改进，使多级维纳滤波器前向递推中观测数据向量的维数逐步降低，且同样

能应用于相关相减算法结构。新的实现算法在进一步降低计算量的同时，得到与相关相减算法几乎相同的性能。

仿真结果证明了该算法的有效性。 
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Abstract  Based on the analysis of the algorithms for implementing Multistage Wiener Filter (MWF), the MWF 

implemented by the Correlation Subtraction Algorithm (CSA) is proved to be an Unitary MWF (UMWF). The rank 

reduction performance of UMWF is superior to the original MWF proposed by Goldstein, Reed, and Scharf. In this paper, 

the block matrixes in the CSA are modified to reduce the size of the observation data vectors step by step in the forward 

recursion of MWF. The modified block matrixes can also be used in the CSA architecture. The new implementing 

algorithm needs a lower computation complexity, while keeping almost the same performance as the CSA. The validity of 

the proposed algorithm is proved by the simulation results. 
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1  引言 

多级维纳滤波器[1](Multistage Wiener Filter, MWF)是维

纳滤波器的一种多级等效实现形式，它利用一序列正交投

影，将阵列信号矢量进行多级分解，再进行多级标量维纳滤

波，综合出维纳滤波器的输出误差信号。多级维纳滤波器用

一系列标量维纳滤波器来替代求解维纳滤波器，不需矩阵求

逆，这是因为标量维纳滤波器只需对标量求倒数。更重要的

是，多级维纳滤波器提供了一种新的降秩处理方法，对多级

维纳滤波器在 级处进行截断，即得到降秩多级维纳滤波器，r
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r 称为降秩多级维纳滤波器的秩。与基于特征分解的降秩自

适应滤波(例如特征干扰相消器、主分量法、交叉谱法)相比，

降秩多级维纳滤波器不需要进行特征分解，且降秩性能更

好，可工作于更低维的降秩子空间，收敛所需的快拍数更低。

自适应阵列处理中，可通过广义旁瓣相消器(Generalized 

Sidelobe Canceller, GSC)框架将多级维纳滤波器应用于降秩

自适应滤波。 

根据阻塞矩阵的不同，多级维纳滤波器可用不同的算法

实现。多级维纳滤波器最先由Goldstein、Reed和Scharf提出[1]，

其附录A 给出了一种计算阻塞矩阵的方法，称文献[1] 

中的多级维纳滤波器实现算法为 GRS-MWF，GRS 为作者名

字的缩写。文献[2,3]则提出了一种有效降低计算量的多级维

纳滤波器实现方法：相关相减算法(Correlation  Subtraction 



第 5 期                       丁前军等：自适应阵列中多级维纳滤波器的有效实现算法                           937 

Algorithm, CSA)，同样记作 CSA-MWF。GRS-MWF 中，阻

塞矩阵为长方阵(行数比列数少 1)，使得前向递推分解中观

测数据向量的维数逐次降低，有利于降低前向递推的计算量

和存储量。而 CSA-MWF 的阻塞矩阵为方阵，则各级观测数

据向量的维数相同，但由于采用 CSA 结构实现，不需计算

阻塞矩阵，使得计算量较 GRS-MWF 有效降低。 

本文首先证明了CSA-MWF中降秩子空间的基向量是

一组正交向量组，即CSA-MWF为酉多级维纳滤波器(Unitary 

Multistage Wiener Filter, UMWF，即降秩子空间的基向量相互

正交的多级维纳滤波器[4])，而GRS-MWF的基向量不具有相

互正交性。由于CSA-MWF是在一组正交基内寻优，因此其

数值稳定性(降秩性能)较GRS-MWF好，仿真结果与本文证明

的结论相一致。在分析前两种多级维纳滤波器实现结构及性

能的基础上，提出了一种新的多级维纳滤波器的有效实现算

法，新算法对CSA-MWF的阻塞矩阵进行改进，使之为长方

阵从而具有GRS-MWF的优点，而且改进后的阻塞矩阵可用

于CSA结构实现，从而具有良好的数值稳定性(降秩性能)且

计算量进一步降低。仿真结果表明，本文的方法可得到与

CSA-MWF几乎相同的性能，但计算量更低。本文在一维自

适应阵列处理应用背景下推导，但其方法可推广到空时自适

应处理领域。     

2  多级维纳滤波器及其相关相减算法(CSA)实现 
多级维纳滤波器是Goldstein、Reed和Scharf最先提出的

[1]，如图 1 所示，设阵列数据向量 为 维向量，( )kX N 0( )θa

为期望信号导向矢量，图 1 中以 为例。图 1 中的第一

级 为 广 义 旁 瓣 相 消 器 框 架 ，其 中 ， 

5N =
H

0 0( ) ( )d k k= h X

0
0

0

( )
( )
θ
θ

=
ah
a

， ， 为对 的阻塞矩阵，即 0 0( ) ( )k k=X B X 0B

−=X B X

0h

0 0 0=B h 。图 1 中的其他级构成维纳滤波器的多级形式，即 

多级维纳滤波器，通常将图 1 的完整结构直接称为多级维纳

滤波器。图 1 中，粗线表示向量，细线表示标量。 为第 i

级的阻塞矩阵， 为归一化的 与 的互相关向

量， 。在前向递推中，由 ，

将 向两个正交的子空间投影；在后

向递推中，通过一系列标量维纳滤波器综合得到阵列输出

iB

ih 1( )i k−X 1( )id k−

0i i =B h 1( ) ( )i i ik k
H

1( ) ( )i i id k k−= h X 1( )i k−X

0 ( )kε 。当多级维纳滤波器的级数 时为满秩多级维

纳滤波器，如果在第 ( )级处对多级维纳滤波器进 
1r N= −

r 1r N< −

 
图 1   多级维纳滤波器(MWF) 

 

行截断(令 ( ) ( )r rd k kε= )，即为 阶(降秩)多级维纳滤波器。 r
   由图 1 可得，对 r 阶降秩多级维纳滤波器有 
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多级维纳滤波器的的自适应权矢量为 

                   (5) H H
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式(7)中， ， 。 HE[ ( ) ( )]d k k=R d d
0

*
0E[ ( ) ( )]dd k d k=r d

GRS-MWF 中阻塞矩阵 为iB ( 1) (N i N− − × − i 的长方

阵，具体计算方法见文献[1]附录 A，由 得，

的维数随 i 的增加逐次减 1，经 次前向递推分解

后 变为一维标量，最后一级取

1( ) ( )i i ik k−=X B X

( )i kX 2N −

2 ( )N k−X 1 1( ) ( )N Nd k kε− −= =  

。 维数逐次降低，有利于降低计算量和存储

量。GRS-MWF 降秩处理带来了处理维数的降低，即 的

维数降低，但降秩处理并不总意味着处理维数的降低，如下

文的 CSA-MWF。 

2 ( )N k−X ( )i kX

( )i kX

多级维纳滤波器的CSA实现结构 [2]如图 2 所示，

CSA-MWF的阻塞矩阵为 
H

i i i= −B I h h
H( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i ik k k d k= − = −X I h h X X h

0 0 0( ) ( ) ( )k k d k

                    (8) 

      (9) 1 1i i i i− −

= −X X h              (10) 

在 CSA-MWF 中，阻塞矩阵 均为 维方阵，各级的观测

数据 也均为 维向量。由式(9)，式(10)得，多级维纳

滤波器可用图 2 所示的 CSA 结构实现，图 2 为 阶降秩多级

维纳滤波器，截断取

iB N
( )i kX N

r

( ) ( )r rd k kε= 。可见，CSA-MWF 不需

求解阻塞矩阵，降低了存储量；且 CSA 结构有利于降低计

算量，这是因为计算 需要的计算量为

，而计算

1( ) ( )i i ik −=X B X k

k2( )O N 1( ) ( ) ( )i i i ik k d−= −X X h 需要的计算量仅为

。  ( )O N

 
图 2  多级维纳滤波器的 CSA 实现结构(CSA-MWF) 

3 CSA-MWF 为酉多级维纳滤波器的证明 

可以证明，CSA- MWF 为酉多级维纳滤波器，即 
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CSA-MWF 中 [ ]1 rt tL， ， 为 一 组 标 准 正 交 向 量 组 。 而

GRS-MWF 中 不满足互相正交，这使得 CSA-MWF 的数值

稳健性较 GRS-MWF 好，后面的仿真结果与证明的结论相一

致。 

it

由图 1 中的递推关系、式(1)～式(4)，式(8)及 H 0i i =B h 容

易证得，CSA-MWF 中 [ ]0 1, ih h hL， ， 为一组标准正交向量组，

即 

       H 0, 0,1, , 1i j j i= = −h h L             (11) 

式(11)的证明较为简单，这里从略。 

下面证明 CSA-MWF 中 , 从而证明 [i i=t h ]1 rt tL， ， 为一

组标准正交向量组。由 得 ，而1 1=B h 0 H H
1 1 =h B 0 11 =t h ，结

合式(3)得 ， ，即后级的 均与 正交，

但一般 之间并不互相正交，如 GRS-MWF 中的 便不是互

相正交的。对 CSA-MWF， ，代入式(3)并由式

(11)得 

H
1 0i =t t 2,3, ,i = L r

i

,r

it 1t

it it
H

i i= −B I h h

, 1,2,i i i= =t h L               (12) 

再由 [ ]0 1, ih h hL， ， 为一组标准正交向量组可得，CSA-MWF

中 [ ]1 rt tL， ， 也为一组标准正交向量组，即 CSA-MWF 为酉多

级维纳滤波器。                                  证毕 

实际上，以上证明是文献[5]中求酉多级维纳滤波器正交

基向量的逆问题，因此，可将 CSA-MWF 看作酉多级维纳滤

波器的一种快速(低计算复杂度)实现方式。 

4 一种改进的多级维纳滤波器 CSA 实现结构 

   (Modified CSA-MWF, MCSA-MWF) 

综上所述，GRS-MWF 中，阻塞矩阵 为iB ( 1N i )− − ×  

( )N i− 的长方阵， 的维数逐次降低，有利于降低计算

量和存储量。CSA-MWF 是一种酉多级维纳滤波器，具有良

好的数值稳定性。在 CSA-MWF 中，阻塞矩阵 均为 维

方阵，各级的观测数据 均为 维向量，但由于采用了

图 2 所示的 CSA 结构，不需求解阻塞矩阵，也使得计算量

和存储量降低。这里提出一种改进的多级维纳滤波器 CSA

实现结构，如图 3 所示，称之为 MCSA-MWF。MCSA-MWF

的 阻 塞 矩 阵 采 用

( )i kX

iB N
( )i kX N

( 1) ( )N i N− − × − i 长 方 阵 ， 既 利 用

CSA-MWF 的 CSA 结构，不需求解阻塞矩阵且降低计算量，

又利用 GRS-MWF 中 的维数逐次降低的优点，在保持

降秩性能的同时进一步降低计算量。MCSA-MWF 综合了前

两者的优点，其计算量比 GRS-MWF，CSA-MWF 都小，仿

真结果表明：MCSA-MWF 具有与 CSA-MWF 几乎相同的性

能。 

( )i kX

下面推导 MCSA-MWF，如图 3 所示： 

0
0

0

( )
( )
θ
θ

=
ah
a

                  (13) 

 
图 3  一种改进的多级维纳滤波器 CSA 实现结构(MCSA-MWF) 

H
0 0( ) ( )d k k= h X                 (14) 

对 CSA-MWF， 0 0( ) ( )k k=X B X ，B I ，H
0 0 0= − h h 0 0 =B h 0 ，

定义矩阵(向量)的上标 ( )j 表示取其上 j 行，则 ( 1)N −
0 0=B h 0 ，

可将 ( 1)
0

N −B 作为 ( 1)N N− × 阻塞矩阵代替 ( )，

此替代保留了 的全部信息而无任何损失，因此是合理

的。由 ，重新记 为 
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特别地， ( 1)N
N

−I 表示 维单位阵的上 行，下面类似。

由式(16) 为

N 1N −

0( )kX 1N − 维向量。 

依次类推，MCSA-MWF 第 级的前向递推公式如下： i
1 1

1 1 1 1

i i

i i i i

X d
i H

X d X d

− −

− − − −

=
r

h
r r

               (17) 

                    (18) H
1( ) ( )i i id k k−= h X

               (19) ( 1) ( 1) HN i N i
i N i i i

− − − −
−= −B I h h

( 1) ( 1)
1 1( ) ( ) ( ) ( )N i N i

i i i i i ik k k d− − − −
− −= = −X B X X h k      (20) 

ih 为 N i− 维， 为( )i kX 1N i− − 维向量，则随着级数 的增

加 维数降低。MCSA-MWF 后向递推公式同 CSA-MWF

和 GRS-MWF。 

i

( )i kX

5 计算机仿真及性能分析 

5.1  性能度量 

在基于 GSC 框架的自适应波束形成中，除通常的性能

度量方法(如阵列方向图、输出信干噪比等)外，还有一种特

殊的度量方法-均方误差(Mean Square Error, MSE)。在基于

GSC 框架的自适应阵列处理中，自适应阵列输出

0( ) ( )y k kε= ，则自适应阵列输出功率等于 0( )kε 的均方值，

0 ( )kε 是 GSC 框架中 与其估计值 之间的误差，则

称

0 ( )d k 0
ˆ ( )d k

0 ( )kε 的均方值为均方误差。设 XR 为由有限快拍数估计得

到的协方差矩阵，R 为已知的协方差矩阵，即在无穷快拍数

的理想情况下得到的协方差矩阵； XW 表示有限快拍下基于

GSC 框架自适应滤波器(如 GSC，MWF 及其降秩自适应滤波

器等)的自适应权矢量， 表示对应理想情况下的自适应

权矢量；

optW

2XR ， 1XW 分别表示由不同快拍数据(互不重叠的采 
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样数据段)计算得到的协方差矩阵、自适应权矢量。定义 MSE

如下的几种形式： 
HMSE X X= W RW                   (21) 

HSMSE X X X= W R W                  (22) 

H
opt optMMSE = W RW                  (23) 

MSE (Mean Square Error)是将采样自适应权矢量 XW 应用于

理想阵列数据统计得到的结果，SMSE(Sample Mean Square 

Error)是采样自适应权矢量应用于训练数据本身的结果，

MMSE(Minimum Mean Square Error)则是理想自适应权矢量

应用于理想阵列数据统计得到的结果。实际上，由于采样快

拍总是有限的，R ， 无法得到，则 MS ，MM 无法

计算得到。另外，采样自适应权矢量不可能应用于训练数据

本身，而只能对后续阵列数据进行滤波，因此，SM 的结

果是有欺骗性的。很明显，SM 是采样自适应权矢量对自

身训练数据滤波，滤波效果好，而 MS 是将局部信息应用

于全体，则 SM 。由式 (21) ，式 (23)得，显然

。上述 3 种均方误差可用于多级维纳滤波器

的分析与设计，例如可用于自适应阵列性能评价或确定降秩

多级维纳滤波器的秩 。 

optW E SE

SE
SE

E
SE MSE<

MMSE MSE<

r
5.2 计算机仿真 

设阵列为 元均匀直线阵，阵元间隔取为半波长。

阵列数据中不含期望信号，5 个不相关干扰的干扰噪声比均

为 30dB，干扰角度依次为 35°, 24°, 19°, 36°, 45°。 

16N =

− −

试验 1  多级维纳滤波器的方向图 

取快拍数 K N= ，降秩多级维纳滤波器的秩等于干扰个

数，即 ，图 4 为 GRS-MWF，CSA-MWF，MCSA-MWF

等 3 种多级维纳滤波器所形成的方向图及其与 MVDR-SMI

方向图的比较。MVDR-SMI 完全等效于满秩多级维纳滤波器

( )，用作比较的参考，如图 4 所示，在低快拍下

MVDR-SMI 的方向图发生畸变，降秩多级维纳滤波器则可得

到比之好的性能。CSA-MWF，MCSA-MWF 的方向图接近

一致，性能均比 GRS-MWF 好，GRS-MWF 旁瓣较高，这是

因为 GRS-MWF 中 [

5r =

15r =

]1 rt tL， ， 之间无相互正交性。 

试验 2  数值稳健性比较 

取快拍数 K N= ， ，图 5 为仿真 5 次(为了清晰起

见只取5次)得到的3种多级维纳滤波器的方向图。容易看出，

CSA-MWF，MCSA-MWF 比 GRS-MWF 具有更好的稳健性，

且旁瓣比 GRS-MWF 低。5 次仿真的 CSA-MWF 方向图接近

重合；MCSA-MWF 的方向图稍有发散，但仍接近重合；

GRS-MWF 方向图的稳健性最差。 

5r =

试验 3  多级维纳滤波器的 MSE，SMSE，MMSE 

在仿真中，对式(21) ，式(23)中的理想协方差矩阵 R 及

理想最优权矢量 采用大快拍数计算的方法进行近似(这 optW

 
图 4  多级维纳滤波器的方向图(r=5) 

里取 100000K = 进行计算)。实际快拍数取 K N= ，求出 XW ，

XR ，再利用上面计算得到的 ，optW R ，由式(21)～式(23)

分别计算 MSE，SMSE，MMSE。 

图 6 为多级维纳滤波器 MSE 随秩 变化的关系曲线，

取 100 次仿真平均的结果。对 GRS-MWF ，CSA-MWF，

MCSA-MWF，当秩小于干扰个数( )时，MSE 随秩的增

大而下降；当 时曲线随秩上升；在 时 MSE 最小。

这是因为当

r

5r <

5r > 5r =

5r ≤ 时，方向图未发生畸变，随着 的增大干扰

零陷的个数和深度增加，但只有当秩达到干扰数目时才能在

所有干扰方向产生零陷，达到最佳滤波效果，故 MSE 逐渐

变小；当 时，多级维纳滤波器的方向图开始发生畸变，

且随 的增大畸变愈大，MSE 逐渐增大。因此，多级维纳滤

波器最佳秩的选择为 MSE 最小处对应 的值，即等于独立

干扰的数目。当

r

5r >

r

r

5r < 时，CSA-MWF，MCSA-MWF 的 MSE

接近一致，均比 GRS-MWF 低。 

图 7为SMSE随多级维纳滤波器的秩变化的曲线，取 100

次仿真平均的结果。由于 SMSE 是自适应权矢量应用于自身

训练快拍的结果，SMSE 曲线在 时没有像图 6 中 MSE

那样上升，反而下降，且 CSA-MWF 最低，MCSA-MWF 居

中，GRS-MWF 最高。 

5r >

    

图 6   MSE 与秩的关系(K=N)     图 7  SMSE 与秩的关系(K=N) 

表 1  3 种多级维纳滤波器的计算量比较(秩为 ) r

 1( ) ( )i i ik −=X B X k 的总计算量 H
1( ) ( )i i id k k−= h X 的总计算量 

GRS-MWF 2 2[ ( 1) ( 1)K N N N r+ − + + − +L 2 ] ] [ ( 1) ( )K N N N r+ − + + −L  

CSA-MWF ( )KN r  ( 1)KN r +  

MCSA-MWF [( 1) ( 2) ( )]K N N N r− + − + + −L  [ ( 1) ( )K N N N r ]+ − + + −L  
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图 8 为 MMSE 随多级维纳滤波器的秩变化的曲线，由 

于 MMSE 是从整体统计特性上考察算法性能的，能反映算

法在一定信号统计特性下的性能，因此 MMSE 是衡量算法

性能的重要指标。图 8 中， CSA-MWF，MCSA-MWF 的

MMSE 曲线接近一致，且在 处接近最小值，而

GRS-MWF 在 处才达到好的干扰抑制效果，这说明

CSA-MWF、MCSA-MWF 的降秩性能更好，其原因是

CSA-MWF，MCSA-MWF 为酉多级维纳滤波器，能用比

GRS-MWF 更小的自适应自由度抑制掉方向性干扰。图 8 反

过来可用于解释图 4 中 GRS-MWF 方向图的高旁瓣现象：由

于酉多级维纳滤波器的降秩性能更好，当

3r =

5r =

5r = 时，

CSA-MWF，MCSA-MWF 只用 3 个自适应自由度即可抑制

方向性干扰，其余的 2 个自由度可进一步抑制噪声电平，而

GRS-MWF 中 5 个自由度均被用于抑制方向性干扰，因此

GRS-MWF 方向图的旁瓣较前两者高。 

 
图 8   MMSE 与秩的关系(K=N) 

5.3 计算量比较 

设降秩多级维纳滤波器的秩为 ，快拍数为r K ，则 3

种 阶多级维纳滤波器 G R S - M W F，C S A - M W F，

MCSA-MWF 的计算量(乘法次数)比较如表 1 所示，由于后

向递推综合完全一样，这里指前向递推的计算量。从表 1 可

以 看 出 

r

GRS-MWF 的计算量为 ，而 CSA-MWF，MCSA-MWF

的计算量仅为 ，M C S A - M W F 比 C S A - M W F 

2( )O N

( )O N

的乘法次数降低 次。可见 MCSA-MWF 特别适用于

大型阵且需处理的自适应自由度较多的场合，如复杂干扰环

境下的空时自适应处理。 

( 1)Kr r +

更重要的是，在实际应用中，多级维纳滤波器的秩需

根据阵列接收数据进行估计(称之为秩选：Rank selection)，

常用的秩选方法是：分别计算多级维纳滤波器在级数

时的自适应权矢量，再根据自适应权矢量计算多

级维纳滤波器在每个 上的某些度量值(如采样均方误差 

1 ~ 1r N= −

r

SMSE、自适应权矢量的模值等)，得到此度量值随秩 的变

化曲线，然后根据某种准则来确定多级维纳滤波器的秩(如设

置 SMSE 的门限值)。又结合上文可知，在多级维纳滤波器

秩选中，MCSA-MWF 比 CSA-MWF 的乘法次数共降低

次，因此，总的计算

量降低较为可观。 

r

1 2 2 3 ( 1)K K K N× × + × × + + × − ×L

 

6 结束语 

根据阻塞矩阵的不同，分析了两种多级维纳滤波器的实

现形式：GRS-MWF，CSA-MWF。GRS-MWF 中，观测数据

向量 的维数随 MWF 的级数逐步降低，当满秩处理时

降低至一维标量；CSA-MWF 不需求解阻塞矩阵，实现时计

算量得到降低，但观测数据向量的维数不变；CSA-MWF 具

有比 GRS-MWF 好的稳健性。本文首先证明了 CSA-MWF

是一种酉多级维纳滤波器，并从理论和仿真试验上证明了酉

多级维纳滤波器具有更好的降秩性能。在此基础上提出一种 

( )i kX

改进的多级维纳滤波器 CSA 实现结构-MCSA-MWF，既利用

CSA-MWF 计算量低及其酉多级维纳滤波器降秩性能好的优

点，又利用 GRS-MWF 观测数据向量维数逐步降低的优点，

使计算量得到进一步降低。仿真结果表明，MCSA-MWF 具

有与 CSA-MWF 接近相同的性能，但实现结构更简单，存储

量和计算量更低。 
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